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Die folgenden 8 Aufgaben sind Multiple Choice Aufgaben. Zur Erinnerung: Jede MC-
Aufgabe besteht aus drei Teilen, die jeweils mit richtig oder falsch beantwortet werden kénnen. Eine
richtige Antwort gibt 2 Punkte, eine falsche Antwort -2 Punkte. Jedoch kénnen pro Aufgabe nie we-
niger als 0 Punkte erzielt werden. Damit ist jede MC-Aufqgabe zwischen 0 und 6 Punkten wert.

1. Welche der folgenden uneigentlichen Integrale existieren?
& 1
d
(2) /6 xlog(x) v
& 1 1
b ——d
(b) /1 <:E +1 :E> .

1
(c) /0 log(x)? dx

Lésung.  (a) Falsch. Das Integral ist gleich limy_, o [log log(x)]i = limy_,o loglog(t), existiert also
nicht.

(b) Wahr. Das Integrand ist positiv und gleich
1 <
2?2 +x  z?
Da floo 72 dz existiert, existiert auch das urspriingliche Integral.

(c) Wahr. Zweifache partielle Integration gibt

1 1 1
/0 log(z)?dz = [z logz(a:)]é — 2/0 zlog(z) dz = —2 [z log(z)]y + 2/0 dz = 2,

da lim;_, tlog(t) = 0 ist, das Integral existiert also. O

2. Essei f: R — R eine auf ganz R differenzierbare Funktion. Bestimmen Sie fiir jede der folgenden
Aussagen, ob diese richtig oder falsch ist.

(a) Ist f nicht injektiv, so existiert ein x € R mit f/(x) = 0.
(b) Falls ein z € R mit f’(z) = 0 existiert, so ist f nicht injektiv.
(c) Falls eine Umkehrfunktion von f existiert, so ist diese differenzierbar.

Lésung.  (a) Wahr. Ist f nicht injektiv, so existieren a,b € R mit a # b und f(a) = f(b). Laut dem
Mittelwertsatz existiert nun ein x € [a, b] mit

(b) Falsch. Gegenbeispiel: f(x) = x3.
(c) Wahr. O
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3. Es sei C eine Kurve in der Ebene und [(C) deren Bogenlinge. Weiters seien v: [0, 1] — R?, gegeben
durch t +— (y1(t),72(t)), und d: [0,1] — R?, gegeben durch s — (§1(s),d2(s)), zwei Parametrisierun-
gen von C. Bestimmen Sie fiir jede der folgenden Aussagen, ob diese richtig oder falsch ist.

[ VARG = [ her +aer s

(b) Der Teilweg 4 : [0,1/2] — R2, gegeben durch (t) = ~(t) fir 0 < t < 1/2, hat die halbe
Bogenlénge von ~.

(a) Es gilt

(¢) Zu jedem t € [0,1] gibt es ein s € [0, 1], sodass y(t) = §(s).

[Die Bogenlinge einer Kurve v(t) = (z(t),y(t)), t € [a,b] ist durch

/b VE(t)? +y(t)?de

gegeben. |
Lésung. (a) Wahr. Die linke und die rechte Seite sind beide gleich [(C).
(b) Falsch. Halbe Parametrisierung entspricht nicht gleich halber Bogenlénge.

(¢) Wahr, da v und ¢ dieselbe Kurve beschreiben. O

4. Welche der unendlichen Summen konvergieren?

o0

log(n)

(a)

(]

n=1

(b) Z SiI;L(;L)

=1

8

3

1
© > 1.017

n=1

Lésung. (a) Falsch. Da log(n) > 1 fiir n > 3 und die Summe > n~! divergiert, muss auch diese
Summe divergieren.

(b) Wahr. Da |sin(n)| < 1 ist und die Summe > n~2 konvergiert, konvergiert auch diese Summe.
(c) Wahr. Dies ist einfach eine geometrische Reihe. g

5. Essei ay,ao, ... eine Folge reeller Zahlen. Es sei by, by, ... eine weitere Folge reeller Zahlen, definiert
durch b1 = a1 und b, = a, — a,_1 fiir n > 2. Bestimmen Sie fiir jede der folgenden Aussagen, ob
diese richtig oder falsch ist.

(a) Falls lim,,_, 0 a2y, = 0, dann gilt auch lim,_,~ a, = 0.
(b) Falls die Folge b,, konvergiert, so konvergiert auch die Folge a,,.

(c) Falls a, beschréinkt und monoton steigend ist, so ist b, eine Nullfolge.
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Lésung. (a) Falsch. Betrachte die Folge (1,0,1,0,...).

(b) Falsch. Betrachte die Folge (1,2,3,4,...). Dann ist b, = 1 fiir alle n, die Folge a,, divergiert
aber.

(¢) Wahr. Da a,, beschrinkt und monoton steigend ist, konvergiert die Folge a, gegen ein a € R.
Folglich gilt lim,, o0 by, = limy, o ay, — limy, 00 @1 = 0. [l

6. Betrachten Sie die unten links abgedruckte Rennbahn. Sie sitzen in einem Auto und legen im
Uhrzeigersinn eine Runde auf dieser Rennbahn zuriick, wobei Thr Bahnverlauf fortwéhrend auf dem
Asphalt aufgemalt wird, wie im rechten unteren Bild veranschaulicht. Aus Griinden der Abstraktion
nehmen wir an, dass der Bahnverlauf immer durch eine geschlossene Kurve gegeben ist. Ist es fiir Sie
moglich, die Runde derart zu absolvieren, dass die Kriimmung des aufgemalten Bahnverlaufs

(a) ... auf zumindest 80 Prozent der Strecke gleich 0 ist?
(b) ... immer dasselbe Vorzeichen hat?
(c) ... konstant ist?

[Fiir jede der drei Fragen kann ein eigener Bahnverlauf gewdhlt werden.|

Lésung. (a) Wahr. Wir konnen uns vorstellen, immer moglichst lange gerade zu fahren und jede
Kurve sehr klein zu halten. (Auf diese Weise kénnten wir auch 99,99 Prozent der Strecke mit
Kriimmung 0 zuriicklegen.)

(b) Wahr.
(c) Falsch. Kein Kreis passt in diese Rennstrecke. g

7. Welche der folgenden Funktionen sind Asymptoten der Funktion x — +/z + 900 fiir x — 0o?
(a) z+— x
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(b) z— x+30
(¢c) x— vz +30
Lésung. (a) Wahr. Es gilt

900
vz + 900 — = — 0
v VIS =51 Nz

fiir x — oo.

(b) Falsch. Es gilt

900
VZ 7900 — VT — 30 = ~30 - 30
v Ve JZ 1900 1 vz

fir x — oo.
(c) Wahr. Es gilt
870 R
VvV +900 + vz + 30
fir x — oo. O

vV +900 — vz + 30 = 0

8. Betrachten Sie die Funktion f: R — R, gegeben durch z +— %ZE2 + 1. Welche der folgenden
Funktionen sind Tangenten an f?

(a) z— —z+1
(b) x> Tz -3
(¢) z— —4x—8

Lésung. Die Funktion x — ax+b ist genau dann eine Tangente an x — %x2+1, wenn die quadratische
Gleichung %wz—ax—i—l—b = 0 zwei identische Losungen besitzt, also die Diskriminante a?+2(b—1) = 0
ist. Es muss also b = 1 — a?/2 gelten.

(a) Falsch.
(b) Falsch.
(c) Falsch. O

Die folgenden 18 Aufgaben sind Single Choice Aufgaben. Zur Erinnerung: In jeder SC-
Aufgabe gibt es drei Antwortmdglichkeiten, von denen genau eine richtig ist. Fine richtige Antwort
gibt 8 Punkte. Es gibt keine Abziige fir falsche Antworten, raten lohnt sich daher!

9. Es sei v: [0,log(2)] — R? eine Kurve in der Ebene, gegeben durch (t) = (z(t), y(t)), wobei

t
x(t) = / /1 —sinh(u)?du, y(t) =cosh(t) fiir 0 <t <log(2).
0
Berechnen Sie die Oberflidche, die bei einer Rotation von « um die z-Achse entsteht.
(a) 3m/2
(b) 2w
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(c) bm/2
[Die Oberfliche, die bei einer Rotation der Kurve y(t) = (z(t),y(t)), t € [a,b] um die z-Achse entsteht
st durch )
o / N ONC OO,
gegeben. ]

Lésung: (a). Es ist z(t) = y/1 — sinh(¢)? und folglich ist die Oberfliche gleich
log(2)
277/ cosh(t) dt = 37 /2. O
0

t —
10. In welcher Menge liegt der Grenzwert lim M?
z—0 sin(z) — x

(a) {—oo}U (=00, 1]
(b) (=1,1)
(¢) [1,00) U {oo}

Lésung: (a). Zweifaches Anwenden des Satzes von L'Hopital ergibt

_ —4— -1 _
1%%:%#:%%:‘2 -
11. Welches ist das grosstmogliche Intervall, auf dem die Reihe
> B
n=4
konvergiert?
(a) (1,9)
(b) (~2,2)
(©) (1,3)
Lésung: (a). Es muss |\/x — 2| < 1 gelten. O

12. Welche geometrische Form hat die komplexe Region
B={zeC:|z—1i| <|z—2-3i|}?
(a) Sie ist ein Kreis
(b) Sie ist ein Rechteck

(c) Sie ist eine Halbebene
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Lésung: (c). Die Region B enthélt alle Punkte, die néher bei i als bei 2 + 3i liegen. Die Gerade, die
senkrecht auf das Segment von ¢ nach 2+ 3¢ steht und durch dessen Mittelpunkt, 14 2i, geht, enthélt
genau jene Punkte, die gleich weit von ¢ und 2 + 3¢ entfernt sind. Die Halbebene, die durch diese
Gerade begrenzt wird und den Punkt i enthélt, ist also die gesuchte Region B. O

13. Betrachten Sie die Funktion f: R — R, gegeben durch f(x) = Cozgz“a;rl . Welche der drei folgenden
Funktionen ist eine Asymptote von f fiir x — oco?

(a) 2cosx

(b) cos2x

(c) sinz
[Es gilt cos(a + b) = cos(a) cos(b) — sin(a) sin(b) fir alle reellen Zahlen a und b.]
Lésung: (a). Es gilt

cos(2z) + 1 _ cos?(x) — sin?(x) + 1 _ 2 cos?(x)
cos(z) cos(z) cos(z)

= 2 cos(z). O

sinh(z)

14. Durch Berechnen der Taylorreihe von x — e um z = 0 erhélt man eine Potenzreihe der

Form f(z) = Y32, axx®. Welchen Wert hat as?
(a) O
() 3
(c) 1

Lésung: (b). Es bezeichne f die Funktion z +— ¢sinh(*)  Der gesuchte Koeffizient ay ist durch ! ”2(0)
gegeben. Es ist

f'(z) = cosh(z)es™ @) f"(z) = (sinh(z) 4 cosh?(z))es ™M)
und somit f”(0) = 1. O

15. Es sei p: R — R ein Polynom sechsten Grades, definiert auf den gesamten reellen Zahlen (bei-
spielsweise p(z) = 2% + 421 4 3). Wie viele lokale Maximalstellen kann p héchstens haben?

(a) 3
(b) 5
(c) 6
Lésung: (a). Zwischen zwei Maximalstellen liegt zwangslaufig eine Minimalstelle. U

16. Berechnen Sie den Wert des bestimmten Integrals

w2 .
/ LR
0o VT




ETH Ziirich Zwischenpriifung, Gruppe B 01.03.2017
D-MAVT, D-MATL Analysis I/IT Dr. Andreas Steiger

Lésung: (c). Substituieren wir u = /z, so ist do = 2udu und somit

”2sin\/5 4
dx:2/ sin(u) du = 2 [— cos(u)]]y = 4. O
"=y [ sin(u) du = 2 costu)

17. Die Funktion f: [0,1] — R, gegeben durch f(z) = 2% — 422 4+ 2z + 1, ist positiv. Die Region,
begrenzt durch die x-Achse, die y-Achse und den Graphen von f wird um die y-Achse rotiert.
Berechnen Sie das Volumen des entstehenden Rotationskorpers.

() U
1
(b) T3
11
(©) I5
[Tipp: Integrieren Sie eine geeignete Funktion beziiglich x.]
Lésung: (c). Wir gehen wie in Serie 11 vor. Betrachten wir das Intervall [z, z 4+ dz] auf der x-Achse,

so hat dies nach der Rotation um die y-Achse eine Fliche von 27z dz und trigt folglich 27z f(z) dx
zum Volumen bei. Integrieren wir diesen Ausdruck nun beziiglich x, so erhalten wir

x® 23 22 ! _ 117

1 1
/ 27m:f(a:)dx:27r/(a:4—4x3+2x2+a:)dx:27r A S St
0 0

-—. O
5 3 "2, 15

18. Betrachten Sie die Funktion f: z — fow el cos(t) dt. Auf welchem der folgenden Intervalle ist f
konvex?

(a) [m/4,7]
(b) [=m/2,7/4]
(¢) [0,m/2]

Lésung: (b). Differenzieren wir die Funktion f zwei Mal, so erhalten wir f”(z) = e®(cos(z) —sin(z)).
Somit ist f genau an jenen Stellen x konvex, an denen f”(z) > 0, also cos(x) > sin(x) gilt. Dies
entspricht den Intervallen 2k7 + [—37/4, 7 /4] fiir k € Z. O

19. Betrachten Sie untenstehende Konfiguration, bestehend aus zwei Flachen F} und F5. Wir bezeich-
nen mit S7 den Schwerpunkt von Fj, mit Sy den Schwerpunkt von Fo und mit S den gemeinsamen
Schwerpunkt von F; U F5. Nun rotieren wir Fo um F; derart, dass der Abstand zwischen Sy und S}
konstant bleibt. Welche Kurve beschreibt die Bewegung vom gemeinsamen Schwerpunkt S7
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(a) Ein Kreis
(b) Eine Ellipse, die kein Kreis ist
(c¢) Die Kurve kann nicht hinreichend beschrieben werden

Lésung: (a). Der Schwerpunkt von F ist das gewichtete Mittel der Schwerpunkte S; und Ss, es gilt
also S = 41571 + a2, wobei a; und as positive reelle Konstanten sind, die nur von der Fliche von £}
bzw. F, abhiingig sind. Wird nun S um S; gedreht, so folgt aus der eben angeschriebenen Formel
fiir S, dass sich auch S in einem Kreis bewegt. O

20. Betrachten Sie die Funktionen f(z) = 2V!°8®) und g(z) = eloe’ (@) definiert auf [1,00). Kreuzen
Sie die richtige Aussage an.

(a) f(z) = o(g(x)) fir z — oo
(b) g(z) = o(f()) fiir 2 — oo
f(=)

(c) m%lfﬁr:ﬂ—mxa

Lésung: (a). Es gilt f(z) = elog' (@) ynd da log!®(z) = o(log?(z)) fiir z — oo gilt, gilt auch f(z) =
o(g(x)) fir x — co. O

21. Welche der folgenden drei Flidchen, die alle aus dem gleichen Material konstanter Dichte bestehen
und gleich schwer sind, hat bei einer Rotation um die y-Achse das grosste Fliachentrigheitsmoment?

(a) Die Linke
(b) Die Mittlere
(c) Die Rechte

10{Y 10{Y 10{Y

0 1 2 4 5 6 7 8 9 0 1 2 3 4 5 6 7 9 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

Lésung: (b). Intuitiv: Kein Punkt der linken und rechten Fléche ist weiter weg von der y-Achse als
einer der mittleren. O

22. Was ist die z-Koordinate des Schwerpunkts des Inneren der Halbellipse, gegeben durch
2 2

{(x,y)eR2;%+Z—2§1fﬁrxzo},

wobei a und b positive reelle Zahlen sind?
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(a) 3

(b) ab

5
(c) 32

[Die x-Koordinate des Schwerpunkts geniigt der Gleichung

:Es/G(l‘) da = /mG(x) dex,

wobei G(z) die y-Ausdehnung der Figur an der Stelle x ist. Weiters ist die Fliche der Ellipse {(x,y) €
R?: 2%/a? + y? /b = 1} durch mab gegeben.]

Lésung: (a). Der Term foa G(x) dzx entspricht der Fliche der Halbellipse, ist also gleich %Wab. Weiters
gilt G(x) = 2by/1 — 22 /a?. Substituieren wir nun z = asin(u) fiir 0 < u < 7, so folgt dz = a cos(u) du
und wir erhalten

_4a 2

5= | cos?(u) sin(u) du = — {—— cosg(u)]

jus
2 4a

= O
0 3T

23. Es sei p ein reelles Polynom vom Grad 10 mit p(—i) = p(i) = p(2¢) = p(3i) = 0. Was ist die
grosste Anzahl an reellen Nullstellen, die p haben kann?

Lésung: (b). Da p ein reelles Polynom ist, ist die komplex Konjugierte einer Nullstelle wieder eine
Nullstelle. Folglich hat p zumindest die Nullstellen +i, +2¢, +3¢. Folglich kann p hochstens 4 reelle
Nullstellen haben. Ein Beispiel das zeigt, dass dies auch erreicht werden kann ist

pX) = X(X — 1)(X —2)(X = 3)(X%+ 1)(X? +4)(X? +9)
mit Nullstellen 0,1, 2, 3, 44, +2¢, +3. [l
24. Welcher Ausdruck entspricht dem unbestimmten Integral [ z2e®dx?
(a) (2% —22+2)e” +C
(b) iz3e® +C
(c) (%JE3+JE2—4JE+1) et +C
Lésung: (a). Zwei Mal partiell integrieren. O

25. Ein Deltoid ist durch die Parameterdarstellung

x(t) = 2acos(t) + acos(2t),
y(t) = 2asin(t) — asin(2t)

gegeben, wobei 0 < t < 27 gilt und a eine Konstante ist. Welcher Ausdruck entspricht der Bogenlénge
des Deltoids?
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2
(a) a/o \/8 — 8cos(3t) dt
(b) a " /5 + 4cos(3t) dt

0

(¢) a 7 /5 —4cos(3t)dt

0
[Die Bogenlinge einer Kurve v(t) = (z(t),y(t)), t € [a,b] ist durch

/b V()2 +y(t)2de

gegeben. Weiters gilt cos(a + b) = cos(a) cos(b) — sin(a) sin(b) fiir alle reellen Zahlen a und b.]

Lésung: (a). Es ist
(t)? 4 §(t)* = (—2asin(t) — 2asin(2t))? + (2a cos(t) — 2a cos(2t))?
= 8a® — 8a?(cos(t) cos(2t) — sin(t) sin(2t))

= 8a?(1 — cos(3t)). O
26. Die Funktion f: R — R sei durch f(x) = 6;’%&”) fiir alle z € R gegeben. Weiters sei die Funktion
g: R — R durch g(z) = % gegeben. Welcher der Graphen der Funktionen g1, g2 bzw. g3

entspricht dem Graph der Funktion g in der nachstehenden Abbildung?

6

93 92

A

(a) g1
(b) g2

(c) g3
Losung: (c). Es gilt g(x) = —3f(x + 2m). Folglich erhalten wir den Graph von g indem wir den
Graph von f zun#chst an der z-Achse spiegeln, horizontal um den Faktor 2 stauchen und dann um

27 nach links verschieben. O



